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DERIVACE A INTEGRALY VE FYZICE
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obr. 1 K vysytleni derivace a integralu

Derivace

Derivace funkce, jak ukazuje obr. 1, vyiag strmost zrény této funkce vzhledem k jeji
nezavisle pronnéci proménnym. Opénym procesem k derivovani je integrovani.
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V pripact dvourozmérného Kivky funkce f{x), je derivace funkce v libovolném bbdve
kterém existuje) rovnamérnici teény této Kivky v daném bod

Definice derivace

Pro znénu hodnoty se pouziva symbdl, takZe tento po#sn Ize symbolicky zapsat jak%ﬁ.
X

Derivace je hodnota podilu prx jdouci k 0 (zapiSeméx — 0). Nahradime-li kon&né

. . y . I . dy s .
maly rozdil Ax nekon€né¢ malou znénou dx, ziskdme definici derlvac%—y (fikame, ze
X

derivace je podilem diferenciézavislé a nezavislé pramné). Tento zapis sge dy podle
dx. Tento vyraz je povazovan sgmbol, nikoliv zazlomek.

NejbeéznejSi definice derivacefunkce je:

f.(x)zlhi{%f(xwz—f(x) (1)
Derivace se zr@ vice zmisoby:
a) f'(x) (fscarou X,

b) - F(x) (d podie d x  fix
dx

C) af (d f podle d ¥
dx

d x-= % = x'(t), (x s tekou) ve fyzice se pouziva pro derivovani poteu f).

Derivovat Ize opakovan pak ziskavamelruhou derivaci, tireti derivaci, atd. Derivace
2

dy

2

vySSichfadi se ve fyzice ozraji exponentem, ndp je druh& derivace. Derivace

vySSichiadu podletasu se oznaji vice t&kami nad derivovanou velnou, napiklad X je
druh& derivacec podle¢asu.

Parcialni derivace

Pti parcialni derivaci se u funkce vice prognnych povaZuje za prafnnou jenom ta, podle
které se derivuje, ostatni jsou v tomto v§fpopovazovany za konstanty. Parcialni derivace se
zn&i obdobr jako obyejné derivace, pouze misto symbaluse pouziva symbal, naf.

of

o zn&i parciélni derivaci funkcgpodle promnnéy.
y

Derivace vektom

Derivaci vektoru v podle prominnét rozumime vektor, jehoZz slozky ziskame derivaci
slozek vektorw , tzn.
do _ dv, dv, du,

E:(dt’dt’dt

)
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Vypocéty derivaci

Derivace funkci se @itaji ze znamych derivacikolika zakladnich funkci (zékladni vzorce

derivaci) a jednoduchych algebraickych pravideljpjich dalSi Gpravy.

Algebraicka pravidla

Pro vypaet derivaci plati:

= Derivace soutu:(af + bg)'=af'+bg' pro libovolné funkcef, g a konstantya, b.
Specialé (af)' =af", (f +g)'= f+g’
= Derivace sodinu: (fg)'= f'g + fg'pro vSechny funkcg g.

= Derivace podilu: (i)': @pro vSechny funkcg g, kdeg # O.
g g

= Derivace slozené funkcePokudf(x) = h(g(x)), pakf'(x) = h'(g(x)) - g'(x).

= Derivace inverzni funkce: Pokud jsouf(x) i f*(x) ob diferencovatelné, pak tehdy, kdy

d

dx,

Ax # 0 pokudAy # 0, plati—= = (—)".
p y plati—" dy)

Zakladni vzorce derivace funkci

Funkce y = f(x)

y = konst.

y=x" nUON
y=x" nUON
y=x" rUOR
y=e*

y=a* O<alaz#l

y=Inx

y=log,x O0O<alazl

Yy =sinx
Yy =cosx
y =tanx
y =cotx

Vzorec pro derivaci

y=0
y=nx""*
y'=-nx""
y=rx
y|=eX
y'=a*.lna
1
y =
x
1
x.lna
y'=cosx
y'=-sinx
1
cos® x
1

Podminky platnosti vzorce
x 0 (= o0;+00)

X0 (- cojeo)

x 0 (= e0;0) 0 (0;e0)

x 0 (0;+0)

X[ (- 00;+o0)

X[ (- 00;+o0)

X 0 (0;+00)

X0 (0;+00)

X0~ 0or+0)

x U (— oo;+oo)

xOR-{(2k +1).§;k 02z

xUOR-t{tk.n;k 0 Z}
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Priklady

fx)=3 f'(x)=0,

fl)=x f'(x) =1,

flx)=2x; f'(x)=21=2,

flx) = 5x5; fi(x) = 15x2; f'(x) = 30x

ftx) = e5 fi(x) = ex.

flx) =1n x; fi(x) = x1.

flx) =x®+2x> -5x+7; f(x) =3x> +4x - 5.

flx) = sin x - cos x; f'(x) = cos? x — sin® x = cos 2Xx.

f=—r = L

arcsin x ~ (arcsinx)® \1- x2

f(x) = xx = exlnx; f'(x) = exmx.(l.lnx+x1) = xx(lnx+l).
X

Lokalni extremy

Pokud m& dand diferencovatelna funkegky lokalni extrém (maximumdéi minimum), je
ziejme, Ze jeji tena v tomto bod musi byt vodorovna, tzmlerivace této funkce musi byt v
tomto bodé nulova. Pokud v tomto bafl Ize spditat i druhou derivaci, prozradi jeji
znameénko, o jaky extrém se jedna:

= V bodech, kde je prvni derivace nula a druha degvge kladna, se nachalikalni
minimum.

* V bodech, kde je prvni derivace nula a druha dedavg zaporna, se nachdaekalni
maximum.

* V bodech, kde je jak prvni, tak druha derivace waijcse nachazi tzwtacionarni bod
ktery miZze a nemusi byt extrémem.

Alternativou k rozliSeni pomoci druhé derivace j@ménko prvni derivace: v bckde ma
funkce lokalni extrém, gmi prvni derivace znaménko: pokud je€jaky bod lokalnim
minimem, pak v jeho levém okoli je prvni derivaéparni a v pravém okoli kladna, naopak
v levém okoli lokalniho maxima je prvni derivacadha a v pravém zaporna.

Analyza chovani funkce

Predchozi odstavec popisujei®ob, jak pro danou funkci nalézt jeji lokalni ertgé To
muze slouzit k ziskaniiphledu ochovani funkce nag. pii ru¢nim n&rtu jejiho grafu.
Krome analyzy extrém lze vyuzit derivaci k nasledujicim pozorovanim:

= V bodech, kde j@rvni derivace kladng, je funkcerostouci.

V bodech, kde j@rvni derivace zaporna je funkceklesajici.

V bodech, kde jelruha derivace kladng je funkcekonvexni.

= V bodech, kde jelruh& derivace zaporng je funkcekonkavni.

= V bodech, kde jelruh& derivace nulovg se mohou vyskytovanflexni body.
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Integral

JednoduSereceno je ukity integral nezaporné Ay

funkce flx) mezi d¥ma bodya, b roven plose
obrazce omezenéhdaimkami x=a, x=b, 0soux a
kiivkou definovanou grafem funkge yd f(x)
Integrdl se znd stylizovanym protaZzenym
pismenem S (z latinského summa. Integral z
predchoziho odstavce by se Zihgako kY
b
x) dx, >
! £ . o

kde znaménkd zna:i integrovani,a a b jsou integrani meze (jen u @itého integralu)dx
ozna&uje prongnnou, podle které se integruje.

Algebraicka pravidla
Pro vypaet integrah plati zejména:

Ja £()ax=af rx) ax
JLrG)= gle)l e = [ £lx) dx [ glx) ae

Tabulka integra¢nich vzorai

U neuctitého integralu je ieba kieSeni picist integréni konstantu. Integtai konstantu
zapiSeme az za katrey tvar vysledku.

Vzorec pro neurity integral

J'f(x)dx: F(x)+c

Podminky platnosti vzorce

(xoo(f))

Funkce y = f(x)

y=0 [odx=c(cOR) X[ (- 00;+0)

y=1 [dx=x+c X0 (- o; )

y:xn’nDN IXndX: x™ +C xD(—oo;+oo)
n+1

y=2 [Lax=mnj+c X 0= 00:0) 0 (0; )

X X ' ’

y=e' [erdx=e"+c X0 (= cor+c0)

y=a*(a>0a%#1) Iaxdx: & +C X 0 (= 00;+00)
Ina

y =sinx [sinxdx=~cosx+c X 0 (= c0;+o0)

y = COsX jcosxdx: sinx+c xO (— oo;+oo)
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y = tar x J'tanxdx:—ln| cosx | +¢ cosx # 0, x¢g+kﬂ,kcelé
y = col X jcotxdx=|n|sinx|+c sinx# 0, x#kn, k celé
_ 1 1 _ _\7T. n
i Icoszxdx—tanx+c kaDUZ((zk 1)2,(2k+1)2j
y= [——dx=~cotx+c xO | (kx, (k + 1))

sin® x sin® x KOz
y=—= | 1 dx=arcsinx+c x0(-11)

1-x? 1-x?
y=——t [- 1 dx=arccosc+c x0(-11)

1-x? V1-x?
_ 1 _ .
Y= j1+ 5 dx=arctanx+c X [ (~ co;+00)
__ 1 _ .
V= I_1+x2 dx = arccotx + ¢ X [ (~ co;+00)

Ur ity integral
Ur¢ity integral vztahujeme (na rozdil od integralu n&tého) k intervalu, ficemzZ rozsah
intervalu ovliviiuje hodnotu integralu. Vysledkeméitého integralu je obvykledaké gislo.

Urcity integral zné&ime podoba jako integral neuity, navic vSak vyznaijeme interval, na

b
kterém integrujeme. Napintegral funkce(x) na intervalul = (a,b) znaéimejf(x) dx

Reseni ukitého integralu pomoci neukitého

Urcity integral vyeSime tak, Ze negjive vyfeSime neuwity integral. Potom doieSeni
dosadime horni mez. Nasleddo tehozteSeni dosadime spodni mez a tefhén odéteme.
Tedy

jff(X)dx=( f(X)dX)_ (f(X)dX)

x=b x=a

Je Zejme, Ze v fipact urcitého integralu se integtai konstanta vyrusi a proto ji nemusime
pouzivat.

Priklad

Vypotitejte hodnotu witého integralu funkcey = ax na intervalul =(37).

Resent:

T 2 2
J‘axde(ax—J —(ax—J :la(72—32):4—0a:20a
3 2 x=7 2 x=3 2 2
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