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Uvod

Mechanické kmity jsou specialnim piipadem obecného mechanického pohybu hmotného
bodu, pfi kterém se tento bod pohybuje v omezené oblasti kolem rovnovazné polohy.
Rovnovazna poloha je misto stabilni rovnovahy, ve kterém na hmotny bod neptisobi zadna
vysledna sila. Do rovnovazné polohy klademe pokud mozno pocatek soustavy soutadnic.
Potom polohovy vektor hmotného bodu je soucasné jeho vychylkou z rovnovazné polohy.

Opakuji-li se kmity pravidelné, tj. opakuji-li se vSechny fyzikalni veli¢iny charakterizujici
kmitavy pohyb (poloha, rychlost, zrychleni), jedna se o periodické nebo také¢ harmonické
kmity. Hmotny bod, ktery mechanické kmity kond, se nazyva oscilator.

Zikladni pojmy mechanického kmitani

Pokud na oscilator neptisobi zadna sila, je v rov-
novazna poloze. Vzdalenost od rovnovazné po-
lohy je vychylka x, vychylka v rovnovazné po-
loze je tedy x =0. Maximalni vychylka je am-
plituda A.
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Nejmensi ¢asovy usek, po jehoZ uplynuti nabyva
vychylka periodického kmitavého pohybu znovu
stejné hodnoty, se nazyva doba kmitu T nebo
strucné perioda. Pievracenou hodnotou periody
je frekvence (kmitocet) f periodického kmitavé-
ho pohybu udévajici pocet kmitl, jez probéhnou

osa x
x=0

obr. 1 Téleso spojené s pruzinou na dokonale
hladké podlozce. Dole v rovnovdze a nahore
vychylené.

za jednu sekundu. Fyzikalni jednotkou frekvence
je hertz, znacka Hz. Pro frekvenci a periodu plati
vzajemny vztah

f:%, (D

Pro popis periodickych pohybti se zavadi jest¢ thlova frekvence, kterd je 27 nasobkem
frekvence, tedy

27

o=2rf="" ©)

Vyznamnou veli€inou pro popis kmitt je faze ¢ . Udava informaci v jakém stavu se oscilator
praveé nachazi a vyjadfuje se rovnici

o(t) = ot+e,,

kde tje cas trvani kmitavého pohybu a ¢, je pocatecni faze v case t = 0.

3)

Rozdéleni kmiti podle piisobici sily

Ptic¢inou kazdého pohybu je sila. Pti¢inou kmitavého pohybu je direktivni (elasticka) sila.
Bez této sily mechanické kmity nevzniknou. O této sile se pozd¢€ji zminime podrobnéji.

Pokud na oscilator plisobi jen direktivni sila, vzniknou volné kmity. Amplituda volnych
kmitd je konstantni, volné kmity probihaji pfesné periodicky.

Pokud na oscilator pisobi kromé direktivni sily jeSté tlumici sila a jiz Zadna jind, vzniknou
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tlumené kmity. Tlumici silou mize byt tfeni, odpor prostiedi aj. Tlumené kmity jsou kvazi-
periodické (téméf periodické), amplituda klesd s Casem. Po dostate¢n¢ dlouhé dobé je
amplituda nulova a kmity zaniknou.

Pokud na oscilator pisobi kromé direktivni a tlumici sily jeSté vnéjsi budici sila, vzniknou
vynucené kmity, jejichz frekvence se po kratké dobé prizptisobi frekvenci budici sily. Jejich
amplituda zavisi na frekvenci volnych kmitt a budici frekvenci.

Volné harmonické kmity
Nyni se vénujme kmitiim, které vzniknou pisobenim jen direktivni sily, tedy volnym kmitim.

Dynamicky popis volnych kmiti
Direktivni sila je sila pfimo umérna vychylce oscilatoru, kterd ma opacny smér nez vychylka
F,=-kx. “4)
Direktivni sila je vzdy orientovana opacné nez vychylka, sméfuje tedy vzdy do rovnovazné
polohy. Konstanta k se nazyva tuhost oscilatoru. U pruziny se tato konstanta nazyva tuhost
pruziny.
Podle Newtonovy pohybové rovnice F, =ma zplsobi sila F,; pohyb oscildtoru o hmotnosti
d’x
de?

m se zrychlenim a, vnaSem piipadé to tedy bude —kx=m . Upravou ziskame

diferencialni pohybovou rovnici volného oscilatoru

d’x k
+_
dt* m

x=0. Q)

Kineticky popis volnych kmiti

Najdeme kinetické veli¢iny volnych kmitd, tedy vychylku (ta tu zastupuje polohu), rychlost a
zrychleni oscilatoru.

Resenim diferencialni rovnice (5) je ziskani zavislosti vychylky na ase x(t). ReSeni se
budete ucdit v matematice, az tuto metodu zvladnete zjistite, Zze fteSeni je
x=K sin(\/gtjtgoo). Porovnanim s rovnici (3) pro fazi a s ptihlédnutim, Ze maximalni
hodnota funkce sin je 1, ziskame ¢asovou rovnici pro vychylku volnych kmita

x =Asin(ot+¢,), (6)
kde (ot+¢,) je faze a

o=.,— (7
m

je uhlova frekvence volného kmitavého pohybu. Rovnice (7) umoziuje zjistovat frekvenci

kmitd f =5 z tuhosti a hmotnosti oscilatoru. Rychlost oscilatoru dostaneme derivaci
V4

vychylky podle ¢asu
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v=(c11—)tc=a)Acos(wt+goo) (8)
kde v, =®wA je maximalni rychlost oscilatoru. Oscilator ji dosdhne v rovnovazné poloze,
kde cos(wt—¢,)=1 . Je-li vychylka volného osciladtoru nulova, je jeho rychlost maximalni.

Zrychleni oscilatoru dostaneme derivaci rychlosti podle ¢asu, derivujme tedy rovnici (8)

a= iii_lt) = - Asin(wt+¢,) =-w'x )
kde a_ =@ A. Vychylka, rychlost a zrychleni oscilatoru jsou periodické ¢asové funkce.
Nékdy je vyhodné zjednodusit popis volnych kmiti zavedenim jejich efektivnich hodnot.

.. 00 ¥
; )
]
200
obr. 2 Casova zavislost vychylky, rychlosti, *i X2 x
zrychleni volného oscildtoru obr. 3 K definici efektivni hodnoty funkce

Efektivni hodnoty vychylky, rychlosti a zrychleni oscilatoru

Efektivni hodnotu y, lze zavést pro libovolnou funkci y = f(x). Zavadime ji na intervalu

nezavisle proménné x e <x1,x2> rovnici

1
X, —X

[ 200 ax (10)

I x

2 —
yef -

Pokud tedy chceme zavést efektivni hodnotu vychylky x = f(t), dosadime rovnici (6) do
rovnice (10) pro t e <0, T>
T

1 .
X2 :?IA2s1n2(a)t+(p0) dt. (11)
0
A opét tu mame matematicky problém. VyfeSenim integralu (11) dostaneme efektivni
vychylku volného oscilatoru

A
Xa =5 (12)
Podobné postupujeme pro rychlost a zrychleni oscilatoru. Dostaneme efektivni rychlost
volného oscilatoru
@A
Ve = f (13)

a efektivni zrychleni volného oscilatoru
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w*A

5 (14)

aef =

Energie volnych kmiti

Jak si ukdzeme v nasledujicim vykladu, dochézi pfi volném harmonickém kmitavém pohybu
také k periodickym zméndm jednotlivych forem energie (jak kinetické, tak i potencialni).
Oscilator kona kmitavy pohyb s rychlosti v, jeho kinetickou energii proto mizeme snadno

vyjadiit z obecné platného vztahu E, =%mv2, dobie znamého z mechaniky pohybu

hmotného bodu, v némz za okamzitou rychlost v dosadime z vyrazu (8). Plati
_ 1 2 A2 2 _ 1 2 .2

Ek—Ema)A cos (a)t+g00)—5kA 1—sin"(wt+¢,) (15)

Kineticka energie volného oscilatoru tedy bude
1

E, :Ek(Az—xz) (16)
nebot’ A’sin’(wt+¢,) je vychylka x.
Potencialni energii kmitl jsme odvodili v u¢ebni pomtcce rt Energie. Je ur¢ena rovnici

1

Ekzgkx% (17)

kde x je vychylka kmiti. Celkovou energii ziskdme jako soucet kinetické a potencidlni
energie

1 1
E=E +E =—k(A’ -x*)+-kx?, (18)
P2 2
a po Uprave.
L
21
5[ E
El %kf‘r)'{'Ep(r)
L e F \ "r:____En(")
5.‘_!4
Li¥]
5
L A 0
-A 0 A X T/2
obr. 4 Kineticka, potencialni a celkova energie obr. 5 Kineticka, potencialni a celkova energie
v zavislosti na vychylce oscilatoru v zavislosti na case
1. 42
E= kA" (19)

Na obr. 4 jsou zakresleny prubéhy vSech forem energie volného oscilatoru v zavislosti na jeho
vychylce.
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Tlumené kmity

U skute¢nych oscilator se vSak amplituda kmitd postupné zmenSuje a s tim se zmensuje 1
celkova energie oscilatoru. Pfi¢inou miize byt (napf. u télesa kmitajiciho na pruzin€) odpor
prostiedi proti pohybu télesa, pfipadné vlastnosti oscilatoru samého. V takovém piipadé
hovotime o kmitani tltumeném.

Pohybova rovnice

U tlumenych kmith piisobi na oscilator kromé direktivni sily jesté tlumici sila a jiz Zadn4 jina.

Tlumici silou mize byt tieni, odpor prostiedi aj. Velikost tlumici sily zavisi obvykle pfimo

umérné na velikosti rychlosti oscilatoru. Pfitom pro orientaci této sily je charakteristické, ze

mifi proti sméru pohybu (proti sméru rychlosti) kmitajiciho télesa. Lze ji proto psat ve tvaru
dx

E=-Rv=-R —, (20)

dt

kde R, je mechanicky odpor nebo také mechanicka rezistence. Vyuzijeme rovnic (4) pro

direktivni silu a (20) pro tlumici silu a sestavime pohybovou rovnici.

F,+F =ma
-kx-R d_x:mdzx 1)
" dt d¢?
a Upravou
2
‘;tf+25f1—)tc+ @ x=0. (22)

pevny nosnik

pruznost, k

setrvacnost, m

pist

tlumenti, b

obr. 6 Casova zavislost vychylky tlumenych kmitii obr. 7 Ukazka tlumenych kmitii

: . R .
Rovnice (22) je diferencidlni pohybova rovnice tlumenych kmiti, ve které & :2—‘“ je
m

soutinitel tlumeni (jednotka s™) a @, = ,/— Jje vlastni frekvence volného oscilatoru (jed-
m

notka s™).
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Resenim diferencidlni rovnice (22), které se budete ucit v matematice, je ziskani zavislosti
vychylky tlumenych kmitli na ¢ase x(t) . Jednéa se o homogenni diferencialni rovnici druhého

fadu se dvéma konstantnimi koeficienty 25 a @, . ReSeni je riizné podle vzajemné velikosti

konstant @, a o .

Vychylka tlumenych kmiti

1) Pokud je splnéna podminka @, > J, je tlumeni oscilatoru podkritické. Pak vzniknou
kvazi-periodické kmity s vychylkou

x=Ae " sin(w, t+¢,) (23)

a exponencialné klesajici amplitudou A = A, e’ kde

o, =\, -6’ (24)

je uhlova frekvence podkriticky tlumenych kmit. Graficky je pribéh rovnice (23) zakreslen
na obr. 6.

2) Pokud je splnéna podminka @,=06, je tlumeni oscilaitoru Kkritické. Pak
o, =+ @; —6° =0 aperiodické ani kvazi-periodické kmity nevzniknou.

3) Podobné nevzniknou periodické ani kvazi-periodické kmity pii splnéni podminky @, <,
pii které je tlumeni oscilatoru nadkritické. Potom je totiz vyraz pod odmocninou v rovnici
(24) zaporny a uhlova frekvence v redlné oblasti neexisuje.

Jak je patrné z rovnice (24), tlumeni pohybu se projevi na zmenSeni tthlové frekvence kmith
ve srovnani s vlastnimi kmity téhoz oscilatoru. Perioda Tt tlumenych kmitl je naopak delsi
nez u kmit netlumenych a s rostoucim tlumenim se postupné dale prodluzuje.

Utlum a logaritmicky dekrement titlumu

Kromé soucinitele tlumenych kmitdi 6 zavadime jest¢ dalSi obdobné parametry
charakterizujici tlumené kmity. Pokles vychylky béhem jedné periody charakterizuje utlum.
Utlum je dan pomérem dvou za sebou nasledujicich vychylek mezi nimiz je ¢asovy posun
jedné periody tlumenych kmiti, tedy

x(t)
T (4T (25)
Dosadime-li do posledni rovnice vychylku podkriticky tlumenych kmiti (23), dostaneme
s AL G (26)
€ ‘ sm[a)t(t+Tt)+¢)0]
a po uprave, vzhledem k tomu, ze sin[a)t (t+T)+ (po] =sin(o, t+¢,) a e’ = e ?le’h
b=e’", 27
Ptirozeny logaritmus utlumu
A=Inb=0T, (28)

je logaritmicky dekrement tlumenych kmitt.
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Nucené kmity

Se zmenSovanim amplitudy u podkriticky
tlumenych kmitt klesa k nule také celko-
va energie pohybu a za néjaky ¢as kmity
vymizi. Maji-li se tedy tlumené kmity
udrzet, je nutné ztracenou energii doplno-
vat praci vnéjsi sily. To je pfipad buzené-
ho harmonického oscilatoru. Vzniklé
kmity nazveme buzené nebo také nuce-
né. Na oscilator nyni bude ptisobit, krome
direktivni a tlumici sily, jest¢ periodicka
budici sila

F, =F,, sin(@,t+,,) . (29)

Budici sila se opakuje s periodou

T, =— a jeji maximdalni hodnota je F, . Postupem stejnym jako pfi sestaveni pohybové
b
rovnice tlumenych kmiti dostaneme diferencialni pohybovou rovnici nucenych kmiti

d’x dx F_. .
T 255 + ) X = %sm(a)bt + @y, ) - (30)

Jeji feSenti je

x(t)= A sin(@t+ @)+ A, sin(w,t + @) (31)
a pro Casy t>t ., kde Cas t_. je Cas, od kterého 1ze prvni ¢len rovnice (30) povazovat za

nulovy, dostaneme jednoduché feseni rovnice (30) ve tvaru

x(t)= A, sin(o,t+9). (32)
Kmity splitujici rovnici (32) 1ze nazvat nucené kmity v ustdleném stavu. Amplitudu nucenych
kmith v ustaleném stavu lze pocitat rovnici

A — Fmax
" -0 + o) 0l ©3)

a pocatecni fazi nucenych kmita v ustaleném stavu lze pocitat jako

A
bt tan¢= 2250)b

- 34
- w;—w, (34)

Rezonance

Pokud sledujeme zavislost amplitudy
nucenych kmitt (33) na frekvenci budici
sily, dostaneme pribéh zndzornény na obr.
8. Jak lze z obrazku vypozorovat, pii urcité
budici frekvenci dosahuje  amplituda
vyrazného maxima. Pfi této frekvenci je
oscilator v rezonanci.

obr. 8 Zavislost amplitudy nucenych kmitii na . .. , ) L .
frekvenci budici sily pro 3 riizné soudinitele tlumeni Hledejme, pii které frekvenci budici sily je
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splnéna rezonan¢ni podminka A, — max. Je to tehdy, kdyz prvni derivace amplitudy (33)

podle thlové frekvence budici sily je nulova, tedy kdyz je splnéna resonan¢ni podminka
dqu
dw,

=0 (35)

To je splnéno tehdy, piihlédneme-li k tomu, Zze jen vyraz pod odmocninou v rovnici (33)
muze byt extrémni, kdyZz
d(wi-0d + 26y 0}]
dw,

=0. (36)

Po provedeni derivace a Upravé dostaneme rezonacni frekvenci nucenych kmiti

o, =@, =26 . (37)

Rozborem posledniho vztahu lze usoudit, Ze s rostoucim soucinitelem tlumeni 6 rezonacni
frekvence a zaroven i amplituda buzenych kmitt klesa. Tuto skutec¢nost potvrzuje obr. 8.

Nakonec jesté zjistime amplitudu nucenych kmitl v rezonanci. Do rovnice (33) dosadime
rezonanéni frekvenci budici sily a dostaneme

F
A — max .
* 2méw, (38)

V pfipadé¢, Ze se jedna o netlumené kmitani, tj. 6 =0, pak se amplituda blizi k nekonecnu
A, — . Poznamenejme, Ze obecn¢ neni budici sila ve fazi s vychylkou.
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